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V diplomskem delu so najprej na kratko razloženi pojmi povezani z modeli prežive-
tja, za tem pa še pričakovana preostala življenjska doba ob smrti in formula za njen
izračun. Nadalje je opisan prvi modela preživetja – Gompertz-Makehamova jakost
smrtnosti, ki je sestavljena iz Gompertzove komponente, ki je odvisna od starosti,
in Makehamove komponente, ki ni. Parametre tega modela ponavadi izračunamo z
metodo najmanjših kvadratov iz podatkov prejšnjih let. Nato je predstavljen Lee-
Carter model, pri katerem potrebujemo za napoved jakosti smrtnosti napovedati
vrednost samo enega časovnega parametra ks. Parametre tega modela določimo s
pomočjo singularnega razcepa na podatkih za neko časovno obdobje. Nato lahko
napovemo parameter ks s pomočjo ARIMA metod. Nazadnje je predstavljena še
CH funkcija preživetja, ki je sestavljena iz komponente mladosti do odraslosti in
komponente starih do zelo starih. Parametre za ta model izračunamo z metodo naj-
manjših kvadratov iz tablic smrtnosti in jih za naslednja leta napovemo s pomočjo
AR metod nižjega reda. Končna primerjava opisanih modelov med sabo razkrije,
da večinoma CH funkcija preživetja kaže boljše prileganje podatkom in natančnejše
napovedi kot preostala dva modela.
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Abstract
In this diploma first the concepts in connection to survival models are shortly
explained, as well as an average expected remaining lifespan at the moment of de-
ath and the formula to calculate it. Then the first survival model is described – the
Gompertz-Makeham force of mortality is composed of an age dependent Gompertz
component and an age independent Makeham component. Parameters for this mo-
del are calculated from data of previous years, typically using the method of least
squares. The Lee-Carter model is explained next. To get a forecast of the force
of mortality from this model, we only need to forecast the one time parameter ks.
Parameters for this model are calculated using the singular value decomposition on
time period data. Afterwards the parameter ks is forecast using ARIMA methods.
Lastly the CH function of survival is explained. It consists of a youth to adulthood
component and an old to oldest old component. Its parameters are calculated using
the least squares method on mortality tables and forecast using lower-order AR
methods. Finally a comparison of all three models reveals that the CH function
of survival fits the data better and has more accurate forecasts than the other two
models.
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1. Uvod
Pričakovana življenjska doba nas zanima iz mnogih različnih razlogov. Za po-
sameznike je to pomoč pri načrtovanju prihodnosti, na primer kdaj morajo začeti
varčevati za nakup novega avtomobila, je odvisno od pričakovane življenjske dobe
trenutnega. Aktuarjem pomaga pričakovana žvljenjska doba pri izračunu aktuar-
sko pravičnih cen zavarovalniških produktov, ki so ključne za nemoteno delovanje
zavarovalnice - če na primer zavarovalniši produkt podcenijo, lahko izguba dobička
zavarovalnico pokoplje. Pričakovana življenjska doba pomaga tudi demografom pri
napovedovanju gibanja prihodnjih populacij, kar je pomembno za družbeno načrto-
vanje (na primer koliko domov za upokojence potrebuje država). V zadnjih letih tudi
ekonomisti raziskujejo vpliv gibanja populacije na makroekonomske spremenljivke
(npr. na gospodarsko rast) [11].
V tej diplomski nalogi se bom osredotočila na pričakovano življenjsko dobo človeka
in po teoretičnem uvodu predstavila tri modele preživetja - Gompertz-Makehamovo
jakost smrtnosti, Lee-Carter model in novo CH funkcijo preživetja. Za prvi in zadnji
model bom izračunala tudi povprečno preostalo pričakovano življenjsko dobo ob
smrti.
2. Modeli preživetja
Pojme in koncepte, ki jih bom definirala v tem poglavju, bomo potrebovali za
razumevanje modelov preživetja, ki jih bom kasneje podrobneje predstavila. Ker
dolžine življenjske dobe osebe seveda ne moremo gotovo vedeti v naprej, jo obrav-
navamo kot slučajno spremenljivko T , kjer je T porazdeljena zvezno na intervalu
[0, ω]. Tu je 0 < ω < ∞ limitna starost. Veliko modelov uporablja limitno sta-
rost za lažje računanje in je ponavadi nastavljena na 120 let. Ideja za tem je, da
je verjetnost, da oseba doseže starost večjo od limitne, praktično 0. Seveda pa se
to lahko v prihodnosti spremeni, saj ne moremo gotovo vedeti, kakšna je resnična
limitna starost ljudi, če ta sploh obstaja. Glaven cilj modelov preživetja je najti
takšno porazdelitev spremenljivke T, ki jim omogoči čim bolj natančno napovedati
življenjsko dobo osebe.
2.1. Porazdelitvena funkcija. Najprej se spomnimo definicije porazdelitvene
funkcije slučajne spremenljivke T.
Definicija 2.1. Porazdelitvena funkcija T je F (t) = P [T ≤ t].
Če nas zanima dolžina preostale življenjske dobe osebe, ki je že dosegla x let,
definiramo slučajno spremenljivko Tx za 0 ≤ x ≤ ω. Seveda velja T0 = T .
Definicija 2.2. Porazdelitvena funkcija Tx je
Fx(t) = P [Tx ≤ t] = P [T ≤ x+ t|T > x] (0 ≤ x ≤ ω).
2.2. Funkcija preživetja. V modelih preživetja se namesto porazdelitvene funkcije
F (t) bolj uporablja funkcija preživetja S(t). Ta nam namesto verjetnosti smrti pri
letih t pove, s kakšno verjetnostjo je oseba še živa pri letih t. Podobno kot prej
lahko definiramo tudi Sx(t) za slučajno spremenljivko Tx, ki pa nam pove s kakšno
verjetnostjo je oseba, ki je že preživela x let, še živa pri x+ t letih.
Definicija 2.3. Funkcija preživetja za s.s. T je
S(t) = P [T > t] = 1− F (t).
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Funkcija preživetja za s.s. Tx je
Sx(t) = P [Tx > t] = 1− Fx(t) = P [T > x+ t|T > x] (0 ≤ x ≤ ω).
Posledica 2.4. Iz definicije 2.3 lahko izpeljemo naslednjo zvezo med funkcijo preži-
vetja slučajne spremenljivke Tx in funkcijo preživetja slučajne spremenljivke T .
Sx(t) = P [T > x+ t|T > x] =
P [T > x+ t in T > x]
P [T > x]
=
=
P [T > x+ t]




Posledica 2.5. Nadalje lahko iz prvih treh definicij izpeljemo tudi povezavo med po-
razdelitvijo slučajne spremenljivke Tx in porazdelitvijo ter funkcijo preživetja slučajne
spremenljivke T .
Fx(t) = P [Tx ≤ t] = P [T ≤ x+ t|T > x] =
P [T ≤ x+ t in T > x]
P [T > x]
=
=
P [T ≤ x+ t]− P [T ≤ x]
P [T > x]
=
F (x+ t)− F (x)
S(x)
2.3. Jakost smrtnosti. Jakost smrtnosti (ali funkcija ogroženosti) nam pove ver-
jetnost, da bo oseba umrla v kratkem času h po letu x pri pogoju, da je že doživela x
let. Če je torej jakost smrtnosti večja, to pomeni, da je verjetnost smrti (v kratkem
času po doseženih letih x) večja - starejše osebe imajo na primer v splošnem večjo
jakost smrtnosti kot mlajše osebe.





· P [T ≤ x+ h|T > x].





Opomba 2.7. Za majhne h lahko aproksimiramo Fx(h) ∼= h ·µx, torej je verjetnost
smrti v majhnem času h po doseženih letih x sorazmerna s h, kjer je koeficient te
sorazmernosti µx. To nam torej pove, da daljše je obdobje po doseženih letih x ki
ga gledamo, večja je verjetnost smrti.











S pomočjo definicije 2.6 lahko izpeljemo povezavo med gostoto slučajne spremen-





P [Tx ≤ t] = lim
h→0+









F (x+ t+ h)− F (x)− F (x+ t) + F (x)
S(x) · h
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Pri zadnjem enačaju smo uporabili posledico 2.5. Naprej pomnožimo zgornji in
spodnji del ulomka s S(x+t) in prestavimo ulomek S(x+t)
S(x)
























Tu smo pri zadnjem enačaju spet uporabili posledico 2.5. Nadalje uporabimo še











P [T ≤ x+t+h|T > x+t] = Sx(t) ·µx+t
Posledica 2.8. Če torej povzamemo, smo pravkar pokazali, da je gostota
fx(t) = Sx(t) · µx+t
za 0 ≤ t ≤ ω − x.
3. Pričakovana preostala življenjska doba ob smrti
Ko se ljudje pogovarjajo o pričakovani življenjski dobi, ali ko preberete članek, ki
omeni, da je pričakovana življenjska doba za ženske, rojene leta 1998, 79 let, je s tem
ponavadi mišljena pričakovana življenjska doba izračunana ob rojstvu ali E(T ). Za
uporabne namene je bolj smiselno ob vsakem doseženem letu x računati pričakovano
preostalo življenjsko dobo, če smo dosegli x let, torej E(Tx). Za žensko, rojeno leta
1998, bi bila leta 2018 izračunana pričakovana preostala življenjska doba 64 let, kar
pomeni, da naj bi živela do starosti 84 let.
Ker konstantno preračunavanje ob vsakem x vedno da pozitiven rezultat, pa to
pomeni, da bomo vedno v trenutku, ko bomo umrli, pričakovali pozitivno preostalo
življenjsko dobo. Zanimivo je torej izračunati povprečno preostalo pričakovano ži-
vljenjsko dobo ob smrti za različne modele preživetja in jo primerjati z empiričnimi
podatki. To je lahko tudi eno od meril, s katerimi presodimo, kako dobro nek model
napove resničnost. Seveda to ni najboljše merilo, saj imata lahko model, ki v prvi
dobi življenja hudo podcenjuje verjetnost smrti, v drugi dobi pa jo hudo precenjuje
in model, ki se dokaj dobro prilega dejanskim podatkom, enako povprečno preostalo
pričakovano življenjsko dobo ob smrti, pa to ne pomeni, da sta enako dobra. Vseeno
pa nam lahko v kombinaciji z drugimi testi in merili pomaga pri odločitvi, kateri
model uporabiti.





f(x)E(T − x|T > x)dx. (1)




xf(x)[1 + logS(x)]dx. (2)
6
Dokaz ekivalentnosti. Pričakovana preostala življenjska doba ob smrti je:
E(Tx) = E(T − x|T > x) = E(T |T > x)− x =
=
1
P [T > x]
∫︂ ω
x





Dobljeno vstavimo v formulo za povprečno preostalo pričakovano življenjsko dobo
ob smrti:∫︂ ω
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4. Gompertz-Makehamova jakost smrtnosti
Gompertz-Makehamova jakost smrtnosti je pogosto uporabljena za modeliranje
življenjske dobe. Sestavljena je iz dveh komponent – Gompertzove komponente,
ki je odvisna od starosti, in Makehamove komponente, ki ni odvisna od starosti
- modelira zunanje vzroke smrti. V posebnih razmerah, kjer ni zunanjih vzrokov
smrti (torej ni nasilja, naravnih nesreč in podobnega), lahko samo Gompertzova
komponenta zajame vse potrebne informacije in je Makehamova komponenta enaka
0.
Benjamin Gompertz je predstavil svojo teorijo leta 1825 in sicer je predpostavil,
da se jakost smrtnosti človeka veča z njegovo starostjo [4]. Predlagal je naslednjo
funkcijo jakosti smrtnosti: µx = αeβx. Tukaj α predstavlja stopnjo umrljivosti ob
času 0, β pa stopnjo večanja umrljivosti čez čas [9]. Gompertzova jakost smrtnosti je
osnova mnogih razširjenih teorij, med drugim Brody-Failla teorije, Simms-Jonesove
teorije in Strehler-Mildvan teorije, od katerih pa nobena ne uspe dovolj natančno
oziroma pravilno napovedati življenjske dobe in zato niso uporabljene [10]. Leta 1860
je William Makeham razširil Gompertzovo jakost smrtnosti z dodatnim parametrom
λ, ki pomaga pri boljšem prileganju napovedi podatkom [8].
Definicija 4.1. Gompertz-Makehamova jakost smrtnosti je
µx = αe
βx + λ.
Porazdelitvena funkcija za slučajno spremenljivko T je










Gostota slučajne spremenljivke T je




Parametri α, β in λ so nenegativne konstante in 0 ≤ t ≤ ω ter 0 ≤ x ≤ ω.
Parametre α, β in λ izračunamo iz podatkov prejšnjih let. Izračunamo jih lahko
z različnimi metodami. Pogosto je uporabljena metoda najmanjših kvadratov, kjer
iščemo minimum vsote kvadratov razlik med dejanskimi podatki in našo funkcijo.
Parametre lahko izračunamo tudi z metodo največjega verjetja ali algoritmom za
maksimizacijo pričakovanj [10].
4.1. Slabosti Gompertz-Makehamove jakosti smrtnosti. Težava Gompertz-
Makehamove jakosti smrtnosti je, da je bila v osnovi zasnovana samo za napovedo-
vanje življenjske dobe oseb, starih od 30 do 80 let. Za to obdobje so tudi kasnejši
testi (na primer Pakin in Hrisanov sta leta 1984 proučila Gompertz-Makehamovo
jakost smrtnosti za osebe stare med 35 in 75 let) ugotovili zelo dobro prileganje
dejanskim podatkom [10]. Tudi iz grafa 1 je razvidno odlično prileganje dejanskim
demografskim podatkom za starosti od 30 do 80 let. Zelo slabo pa ta porazdelitev
napoveduje jakost smrtnosti za osebe mlajše od 30 let [11].
Slika 1. Graf prikazuje prileganje funkcije preživetja S(t) (na osi
označena s f(s)) dejanskim švedskim demografskim podatkom za
starosti 30 do 80. Polna črta je preživetvena funkcija Gompertz-
Makehamovega modela, s parametri α = 5, 202 ·10−3, β = 7, 786 ·10−6
in λ = 0, 1116. Črtkana roza črta prikazuje dejanske demografske po-
datke. [Vir slike: [10]]
Tudi za osebe starejše od 90 oz. 95 let (te starosti v nadaljnem poimenujemo ‘zelo
stare’), je Fredrik Norström leta 1997 z več različnimi testi (goodness of fit test, Kol-
mogorov test in test razmerja verjetnosti) ugotovil, da se Gompertz-Makehamova
jakost smrtnosti, za katero smo izračunali parametre z metodo najmanjših kvadra-
tov, slabo prilega podatkom za zelo stare starosti. Graf 2 prikazuje slabo prileganje
Gompertz-Makehamove funkcije preživetja dejanskim demografskim podatkom. Pa-
kin in Hrisanov sta poskusila najti model z boljšim prileganjem podatkom z uporabo
prelomne točke, torej da ima funkcija do prelomne točke ene vrednosti parametrov,
po prelomni točki pa druge [10].
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Slika 2. Graf prikazuje slabše prileganje funkcije preživetja S95(t)
dejanskim švedskim demografskim podatkom za starosti 95 do 100.
Polna črta je preživetvena funkcija Gompertz-Makehamovega modela,
s parametri α = 5, 202 · 10−3, β = 7, 786 · 10−6 in λ = 0, 1116. Križci
prikazujejo dejanske demografske podatke. [Vir slike: [10]]
4.2. Uporaba parametra M namesto α. Nekateri menijo tudi, da bi bilo koristno
namesto parametra α uporabiti parameter M , ki predstavlja modalno starost smrti
v starih letih, torej tisto starost, pri kateri se v populaciji zgodi največje število
smrti, pri čemer je izključena modalna starost smrti v mladih letih (če obstaja), saj
je v prvih letih življenja smrtnost ponekod tudi zelo velika. Jakost smrtnosti je tako
največja v tisti starosti, ki je modalna [9].
Argumenti za uporabo M so manjša korelacija med parametroma M in β, kot med
parametroma α in β in pa lažja interpretacija napovedanih vrednosti M v primerjavi
z α - ko napovedujemo pričakovano življenjsko dobo, je ta zelo odvisna od smrtnosti
v mladih letih, medtem ko je modalna starost smrti v starih letih odvisna samo od
smrtnosti v starih letih. Tako je na primer napovedana starost smrti ob rojstvu
86 let, modalna starost smrti v starih letih pa 92 (za japonske ženske leta 2012).
Domovi za ostarele in bolnišnice bodo bolj obremenjeni v letih okoli modalne starosti
smrti [9].
Žal se da Gompertz-Makehamovo jakost smrtnosti izraziti z M samo, kadar je
Makehamova komponenta enaka 0 in v tem primeru je µx = βeβ(x−M). Tako je to
uporabno samo za države, kjer zunanji vzroki smrti skoraj ne obstajajo [9].
4.3. Izračun povprečne preostale pričakovane življenjske dobe ob smrti
za Gompertz-Makehamovo jakost smrtnosti. V tem razdelku bom izračunala
povprečno preostalo pričakovano življenjsko dobo ob smrti za Gompertz-
Makehamovo jakost smrtnosti na podatkih za populacijo Združenih Držav
Amerike iz leta 2010. Najprej v formulo 2 vstavimo funkcijo preživetja za Gompertz-





tf(t)[1 + logS(t)]dt = −
∫︂ ω
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Po takšni poenostavitvi integrala vanj vstavimo vrednosti parametrov izračunanih
iz tablic smrtnosti za ameriško populacijo iz leta 2010:
α = 9, 661407 · 10−6, β = 0, 1073342 in λ = 0, 001218835.
S pomočjo programa Mathematica sem izračunala posamezne integrale. Za mejno
starost ω sem uporabila 120. Graf 3 prikazuje gostoto spremenljivke T za Gompertz-
Makehamov model za starosti 0 do 120 in iz njega je jasno razvidno, da gostota pade
na nič že precej pred starostjo 120. S tem želim prikazati, da je 120 let dobra mejna
starost, saj ne bomo nič izgubili, če integriramo samo do 120 namesto do ∞. Za










(eβt−1)dt = 77, 4322.










(eβt−1)dt = 6323, 85.









Povprečna preostala pričakovana življenjska doba ob smrti Gompertz-Makehamove
















9, 661407 · 10−6
0, 1073342
)︃
· 77, 4322 + 0, 001218835 · 6323, 85
+
9, 661407 · 10−6
0, 1073342
· 911161 = 12, 2843.
Če to primerjamo z empiričnimi podatki za ameriško populacijo leta 2010, kjer je
povprečna preostala pričakovana življenjska doba ob smrti enaka 11,9 let [5], se zdi,
da se je Gompertz-Makehamova jakost smrtnosti kar dobro odrezala.
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Slika 3. Graf prikazuje gostoto f(t) (na osi označena s f(s))
Gompertz-Makehamovega modela za starosti 0 do 120. [Vir slike:
[10]]
5. Lee-Carter model
Lee-Carter model je najbolj uporabljen model za napovedovanje življenjske dobe v
zadnih desetletjih [3]. Ronald D. Lee in Lawrence R. Carter sta metodo predstavila
leta 1992 in sicer sta jo razvila iz svojega dela na inverzni projekciji, kar je metoda
za pridobivanje vrednosti smrtnosti in rodnosti iz surovih podatkov, kot so skupno
letno število smrti in rojstev. Pogosto je uporabljena za ugotavljanje zgodovinskih
smrtnosti in rodnosti, saj za takšna obdobja ni na voljo veliko podatkov [6]. Tako sta
dobila idejo, da bi uporabila časovni parameter ks, za modeliranje in napovedovanje
jakosti smrtnosti čez čas [7]. Parameter ks, kjer je s določeno leto (npr. 1998 ali
2020), je edini parameter, katerega vrednost je potrebno napovedati za prihodnje
leto, da dobimo jakost smrtnosti iz Lee-Carter modela [3].
Lee-Carter model je sestavljen iz starostnih jakosti smrtnosti, torej vsaka starostna
skupina ima svojo funkcijo jakosti smrtnosti. Lee in Carter torej predpostavita, da
so znotraj starostnih skupin logaritmi jakosti smrtnosti linearne funkcije časovnega
parametra ks, ki se skozi čas spreminjajo vsaka s svojo stopnjo spremembe (na
primer jakost smrtnosti za mlade starosti čez čas pada hitreje kot jakost smrtnosti
za stare starosti) [3]. Za vsako starost x je jakost smrtnosti sestavljena iz treh
komponent. Prva je eαx , ki predstavlja povprečen profil smrtnosti za starost x
skozi leta. Naslednja je eβxks , kjer je ks parameter, ki narekuje spremembo jakosti
smrtnosti glede na leto in je v določenem letu s enak za vse starostne skupine,
βx pa narekuje stopnjo spremembe jakosti smrtnosti za posamezne starosti x (βx
torej določa za katere starosti bodo jakosti smrtnosti padale hitreje za katere pa
počasneje). Tretja komponenta je eϵx,s , ki predstavlja slučajne motnje, ki jih model
drugače ne bi zajel [7]. Parameter ϵx,s naj bi bil porazdeljen normalno N(0, σ2) [3].
Definicija 5.1. Lee-Carter model definira jakost smrtnosti v logaritemski obliki:











Razlog za omejitve βx in ks je dejstvo, da parametri, pri katerih se te model
prilega dejanskim podatkom, brez teh omejitev niso enolično določeni. Če so na
primer vektorji α = [αx], β = [βx] in k = [ks] vrednosti parametrov ustreznega
modela, bi lahko isti model zapisali tudi s parametri α−β · c, β in k+ c za poljuben
skalar c. Prav tako bi lahko isti model zapisali s parametri α, β ·c in k/c. Z zgornjima
dvema omejitvama izberemo eno specifično rešitev, poleg tega pogoj za ks pokaže,
da je eαx res povprečen profil jakosti smrtnosti za starost x skozi čas [7].
5.1. Določanje parametrov Lee-Carter modela. Parametre modela določimo
iz podatkov o jakostih smrtnosti za neko časovno obdobje. Parametre βx in ks je
mogoče določiti z metodo največjega verjetja, a to ni najboljši način [3]. Lee in
Carter sta že v svojem originalnem članku predlagala uporabo singularnega razcepa
in izračunala parametre na podatkih za ameriško populacijo med letoma 1933 in
1987. Parametre Lee-Carter modela tako določimo z naslednjim postopkom. Najprej
za αx vzamemo logaritme povprečij jakosti smrtnosti za starosti x čez čas [7]. Potem
od matrike logaritmov jakosti smrtnosti (to je matrika z i, j-tim elementom log µi,j,
kjer i preteče vse starostne skupine, j pa preteče interval let, iz katerih računamo
model) odštejemo matriko logaritmiranih povprečnih jakosti smrtnosti (povprečenih
čez čas ne čez starosti) in na dobljeni matriki izvedemo singularni razcep [3].
Singularni razcep nam razcepi matriko dimenzij m× n (m ≥ n) na zmnožek treh
matrik USV T . Matrika U dimenzij m × m je ortogonalna matrika levih singular-
nih vektorjev, S dimenzij m × n ima neničelne elemente samo na diagonali in jih
imenujemo singularne vrednosti in V dimenzij n× n je ortogonalna matrika desnih
singularnih vektorjev. Če gledamo na originalno matriko kot preslikavo Rn −→ Rm,
potem z ortogonalnima transformacijama baz U v Rm in V v Rn pretvorimo origi-
nalno matriko v diagonalno.
Vektor β parametrov βx je normiran stolpec matrike U , ki ustreza največji sin-
gularni vrednosti (torej če je največja singularna vrednost v šestem stolpcu matrike
S, vzamemo za β normiran šesti stolpec matrike U). Vrednosti ks nato dobimo
tako, da zmnožimo transponirani vektor β z logaritmiranimi povprečnimi jakostmi
smrtnosti za leta s (tu povprečimo čez starosti)[3].
Lee in Carter v svojem članku predlagata, da se po tem, ko imamo vse parame-
tre že ocenjene, še enkrat oceni vektor parametrov ks, tako da se jakosti smrtnosti
izračunane s tem modelom popolnoma prilegajo dejanskim jakostim smrtnosti iz po-
datkov, a mnogi raziskovalci ta korak izpustijo, ker se jim ne zdi potreben, poleg tega
to ponavadi prinese zelo majhne razlike [3]. V grafu 4 lahko vidimo obliko funkcije
jakosti smrtnosti Lee-Carter modela (parametri izračunani iz podatkov ameriške po-
pulacije med letom 1933 in 1987) in njeno prileganje dejanskim podatkom. Razviden
je tudi padec jakosti smrtnosti od leta 1933 do 1987.
5.2. Napovedovanje časovnega parametra ks. Ko imamo enkrat določene vse
parametre modela, lahko za prihodnja leta uprabimo model z istimi αx in βx, na-
povedati moramo samo parameter ks. Napovemo ga s pomočjo statističnih metod
časovnih vrst, specifično ARIMA (autoregressive integrated moving average oz. in-
tegrirano avtoregresivno drseče povprečje) metod [7]. Lee in Carter v članku za
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Slika 4. Graf prikazuje logaritmirano jakost smrtnosti log µx (na osi
označena s mx) Lee-Carter modela za petletne starostne skupine za
leti 1933 in 1987. Polne črte so logaritmirane jakosti smrtnosti Lee-
Carter modela, pike pa so dejanski podatki. Parametri so izračunani
iz podatkov ameriške populacije med leti 1933 in 1987. [Vir slike: [13]]
svoje podatke ugotovita, da je najbolj primerna metoda naključni sprehod z zdr-
som. Ta metoda je tudi v praksi skoraj vedno uporabljena, kljub temu da Lee in
Carter poudarita, da je lahko za drugačen nabor podatkov primernejša kakšna druga
ARIMA metoda [3].
Model naključnega sprehoda z zdrsom se zapiše:
k̂s = k̂s−1 + θ + ϵs.
Parameter ϵs spet predstavlja napako in je porazdeljen normalno N(0, σ2). Para-
meter θ je parameter zdrsa in ga z metodo največjega verjetja dobimo iz naslednje
formule:
θ̂ = (k̂L − k̂1)(L− 1),
pri čemer je L število let za katera napovedujemo ks, torej je θ̂ odvisen samo od prve
in zadnje napovedi [3]. Za podatke, ki sta jih uporabila Lee in Carter je θ = −0, 365.
Za več let vnaprej kot napovedujemo, večja je varianca ks [13], kar je razvidno tudi
iz grafa 5, ki prikazuje 50 naključnih sprehodov z zdrsom, za napovedovanje ks za
50 let naprej od 1989. Iz grafa 5 in grafa 6 je razvidno tudi, da ks z leti pada, Lee
in Carter sta ugotovila celo, da pada praktično linearno [7].
5.3. Slabosti Lee-Carter modela. Ena od predpostavk modela je, da so parame-
tri βx odvisni samo od starosti in ostanejo enaki skozi vsa leta. To se je v praksi
izkazalo za neresnično za veliko podatkovij. Tuljapurkar, Li in Boe so poskusili to
težavo rešiti tako, da so za določanje parametrov modela uporabili samo podatke od
1950 naprej, saj je s tem izločen prvi del dvajsetega stoletja, ko se je jakost smrtno-
sti za otroke in dojenčke bistveno spremenila. Ta popravek ne deluje za vse države,
poleg tega to ne reši problema gladkosti jakosti smrtnosti - dalj v prihodnost kot
napovedujemo, manj gladka je funkcija [3].
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Slika 5. Graf prikazuje 50 naključnih sprehodov z zdrsom za namen
napovedi ks preko Lee-Carter modela. Parametri za graf so izračunani
iz podatkov ameriške populacije med leti 1933 in 1987. [Vir slike: [13]]
Slika 6. Graf prikazuje padec parametra ks med leti 1933 in 1987
v Lee-Carter modelu. Parametri za graf so izračunani iz podatkov
ameriške populacije med leti 1933 in 1987. [Vir slike: [13]]
Iz grafa 7 je razvidno kako jakost smrtnosti s časom postaja vedno bolj oglata
in ima vedno večje skoke - postaja vedno manj gladka. To je posledica linearnosti
napovedi parametra ks - isti starostni profil βx vedno bolj raztegujemo s ks. To se
bo zgodilo ne glede na to kakšne podatke uporabimo. Mogoče je, da bo za kakšen
nabor podatkov nekaj časa jakost smrtnosti postajala bolj gladka, ampak za vsak
nabor podatkov obstaja točka v prihodnosti, od katere naprej bodo napovedi vedno
manj gladke [3]. Poleg tega lahko linearnost napovedi modela privede do napovedi
nemogočih ali zelo neverjetnih dogodkov. Primer je graf 8, ki pokaže, da Lee-Carter
model napove jakosti smrtnosti za novozelandske moške tako, da bo leta 2030 in
naprej jakost smrtnosti za dvajsetletnike večja kot za štiridesetletnike, kar je zelo
neverjetno [3].
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Slika 7. Graf prikazuje logaritmirane jakosti smrtnosti log µx Lee-
Carter modela v odvisnosti od starosti za leta 1933 in 1987 s polnimi
črtami in dejanske podatke s pikami, poleg tega prikazuje napovedi
logaritmiranih jakosti smrtnosti za leti 2030 in 2065 s polnimi črtami.
Parametri za graf so izračunani iz podatkov ameriške populacije med
leti 1933 in 1987. [Vir slike: [7]]
Slika 8. Graf prikazuje logaritmirane jakosti smrtnosti log µx v od-
visnosti od leta za moške iz Nove Zelandije in (od leta 2000 naprej)
napovedi logaritmov jakosti smrtnosti Lee-Carter modela. Parametri
za graf so izračunani iz podatkov za novozelandske moške med leti
1950 in 2000. Križanje svetlo modrih in zelenih črt prikaže situacijo,
kjer je napoved jakost smrtnosti mlajših oseb (starosti 20, 25) višja od
napovedi jakosti smrtnosti starejših oseb (starosti 40, 45). [Vir slike:
[3]]
Še ena težava je statičnost parametra αx skozi čas. Iz grafa 9 lahko vidimo, da je
spodnja polna črta (napovedana jakost smrtnosti za leto 2013 iz podatkov od 1933
do 1987) pri starostih od 20 do 50 precej nižja od dejanskih podatkov. Iz grafa 4
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lahko vidimo, da je bila že leta 1987 napoved nekoliko preveč optimistična in ta
razlika se je čez leta samo še poslabšala. To težavo se da zmanjšati tako, da za
αx namesto povpečnih logaritmiranih jakosti smrtnosti vzamemo kar direktno loga-
ritmirane jakosti smrtnosti iz leta 1987. Na tak način ustvarjen model predstavlja
zgornja polna črta v grafu 9. Lee in Carter sta bila sprva zaskrbljena, da takšna
sprememba da preveliko težo enemu samemu letu (tukaj 1987), a sta sklenila, da je
vseeno bolje posodobiti vzorec starostnih jakosti smrtnosti [13].
Slika 9. Graf prikazuje napovedi logaritmov jakosti smrtnosti log µx
(na osi označeno z mx) Lee-Carter modela v odvisnosti od starosti za
ameriško populacijo za leto 2013. Spodnja polna črta prikazuje napo-
ved z normalnim Lee-Carter modelom, zgornja polna črta pa napoved,
kjer za αx vzamemo logaritmirane jakosti smrtnosti iz leta 1987. Pike
so dejanski podatki jakosti smrtnosti za 2013. Parametri za graf so
izračunani iz podatkov ameriške populacije med leti 1933 in 1987. [Vir
slike: [13]]
Slabost modela se razkrije tudi pri modeliranju šokov. Girosi in King v svojem
članku primerjata Lee-Carter model z modelom večrazsežnega naključnega sprehoda
z zdrsom in ugotovita, da je glavna razlika v tem, kakšne tipe šokov modelirata posa-
mezna modela. Model večrazsežnega naključnega sprehoda z zdrsom nima nobenih
omejitev pri tem kakšne šoke lahko modelira. Za Lee-Carter model pa ugotovita,
da sta edina mogoča tipa šokov a) šok popolnoma nekoreliran po starostih in b) šok
popolnoma koreliran po starostih. Še več, relativna velikost šokov koreliranih po
starostih mora biti točno razmerje med parametri βx starostnih skupin - na primer
šok pri starostih 70 glede na šok pri starostih 60 mora biti vedno β70/β60. To po-
meni tudi, da naj bi imele starosti, ki imajo večje βx (torej njihove jakosti smrtnosti
čez čas hitreje padajo), večje šoke. Glede na to, da morajo imeti šoki povprečno
vrednost enako nič, ne morejo modelirati pandemije ali drugih negativnih dogodkov
povezanih z zdravjem. Kaj potem tako specifični šoki sploh lahko modelirajo? Girosi
in King tu omenita vremenske vzorce, spremebe v onesnaženosti okolja, financiranje
zdravstevih ustanov [3]...
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5.4. Prikaz nekaj podatkov - parametri Lee-Carter funkcije. Ker je za Lee-
Carter izračun funkcije Sx(t) zelo zapletena naloga in na koncu dobimo slučajno
spremenljivko odvisno od napovedi parametrov ks, bom za Lee-Carter model na-
mesto izračuna povprečne preostale pričakovane življenjske dobe ob smrti prikazala
nekaj podatkov oziroma izračunov parametrov iz podatkov. V prejšnjih podrazdel-
kih naloge so bili prisotni že raznorazni grafi, iz katerih smo videli obliko, prileganje
in spreminjanje fukcije jakosti smrtnosti skozi leta in za različne starostne skupine.
Poleg tega sem spodaj dodala še tabelo 10 vrednosti parametrov αx in βx izračuna-
nih za Lee-Carter model na podatkih za moške in ženske iz Peruja med leti 1950 in
2015. Iz tabele 10 dobimo občutek, kakšne vrednosti imajo ponavadi parametri, in
vidimo lahko tudi, da so podani za starostne skupine 5 let. To je precej standardno,
saj so tablice smrtnosti ponavadi podane za petletna obdobja petletnih starostnih
skupin. Za paramete ks smo videli že nekaj grafov, spodaj pa je še tabela 11 vredno-
sti, prav tako izračunana na podatkih za moške in ženske iz Peruja med leti 1950 in
2015. Iz nje lahko vidimo, da so tudi ks podani ne za vsako leto posebej, ampak za
petletne intervale.
Slika 10. Tabela vrednosti parametrov αx in βx izračunanih za Lee-
Carter model na podatkih za moške in ženske iz Peruja med leti 1950
in 2015 [Vir slike: [1]]
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Slika 11. Tabela vrednosti ks (v tabeli označena kt) izračunana na
podatkih za moške in ženske iz Peruja med leti 1950 in 2015. [Vir
slike: [1]]
6. CH funkcija preživetja
Leta 2015 sta Chi Heem Wong in Albert K. Tsui predlagala novo funkcijo pre-
živetja za modeliranje pričakovane življenjske dobe. Funkcijo preživetja sta izbrala
namesto jakosti smrtnosti zato, ker ima funkcija preživetja preprostejše vzorce in jo
je zato lažje parametrizirati, poleg tega je tako bolj praktično pridobivanje verje-
tnosti preživetja (dobimo jih kar direktno iz funkcije preživetja). Njuna CH funk-
cija preživetja je sestavljena iz dveh komponent - prva je komponenta mladosti do
odraslosti, druga pa komponenta starih do zelo starih. Komponenta mladosti do
odraslosti zajame konstantno verjetnost preživetja od rojstva do odraslosti, po 35
letu pa se ta verjetnost začne počasi linearno spuščati in doseže skoraj 0 pri staro-
sti 75 let. Ta komponenta zajame večino variacije v človeški smrtnosti do leta 55.
Komponenta starih do zelo starih zajame konstantno visoko verjetnost preživetja do
starosti 50, potem pa se začne eksponentno spuščati do starosti 110 [11]. V grafu
12 lahko vidimo obe komponenti ločeni - pikčasta črta je komponenta mladosti do
odraslosti in se začne z vrednostjo 0,1, črtkana črta je komponenta starih do zelo
starih in se začne z vrednostjo 0,9, polna črta pa sta obe komponenti skupaj.




kjer sta funkciji θ1(t) in θ2(t) definirani tako:
θ1(t) = exp{(t/β1)γ1} in θ2(t) = cosh{(t/β2)γ2}.
Porazdelitvena funkcija za slučajno spremenljivko T je potem



















Parametri α1, α2, β1, β2, γ1 in γ2 so pozitivna realna števila in velja α1 < α2. Poleg
tega 0 ≤ t ≤ ω in 0 ≤ x ≤ ω.
Slika 12. Graf prikazuje CH funkcijo preživetja razdeljeno na njene
komponente: komponenta mladosti do odraslosti (youth-to-adulthood
pikčasta črta na grafu) in komponenta starih do zelo starih (old-to-
oldest-old črtkana črta na grafu). Parametri za graf so izračunani iz
podatkov ameriške populacije za leto 2000. [Vir slike: [11]]
6.1. Izračun parametrov CH funkcije preživetja. CH funkcija preživetja je pa-
rametrizirana s šestimi parametri, trije za vsako komponento funkcije. Parametra
α1 in α2 sta uteži prve in druge komponente, β1 in β2 sta horizontalna parame-
tra, γ1 in γ2 pa določata obliko funkcije. Parametre za določeno leto izračunamo
z metodo najmanjših kvadratov s pomočjo podatkov iz tablic smrtnosti. Iščemo
torej min
∑︁
t(S(t) − Ŝ(t))2, kjer je S(t) verjetnost preživetja za starost t za dano
leto, dobljena iz tablic smrtnosti, Ŝ(t) pa iskana ocena CH funkcije preživetja. Ker
lahko z različnimi načini optimizacije dobimo različne rezultate (obstaja več lokalnih
minimumov) Wong in Tsui postavita omejitev α1 < α2 [11].
Wong in Tsui v svojem članku izračunata parametre CH funkcije preživetja za
ameriške moške in ženske za leta od 1950 do 2010 [11]. Tabela 13 nam poda nekaj
vrednosti povezanih s temi izračuni - povprečja, minimume in maksimume izračuna-
nih parametrov in njihovo standardno deviacijo, mero asimetrije (skewness) in mero
sploščenosti (kurtosis). Mera asimetrije in mera sploščenosti primerjata porazdelitev
parametrov s standardizirano normalno porazdelitvijo. Mera asimetrije nam pove,
ali je porazdelitev parametrov zamaknjena v desno (če je mera pozitivna) ali v levo
(če je mera negativna), mera sploščenosti pa nam pove, kako težki so repi porazde-
litve parametrov - če je mera manjša od 3 so repi lažji (manj verjetnosti je v repih
porazdelitve), če pa je večja od 3, pa ima porazdelitev parametrov težke repe (več
verjetnosti je v repih porazdelitve). Zanimivo je, da imajo vsi parametri za ženske
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manjšo standardno deviacijo od parametrov za moške. Poleg tega lahko opazimo,
da imajo vsi parametri mero sploščenosti manjšo od 3, torej imajo vsi lahke repe.
Mere asimetrije se vse vrtijo precej blizu okoli nič.
Slika 13. Tabela prikazuje povprečno vrednost, maksimum, mini-
mum, standardno deviacijo, mero asimetrije (skewness) in mero splo-
ščenosti (kurtosis) za parametre CH funkcije preživetja. Parametri so
izračunani iz podatkov za ameriške moške in ženske za leta 1950 do
2010. [Vir slike: [11]]
Iz grafov na sliki 14 lahko vidimo tudi, kako se parametri gibajo skozi čas. Pa-
rametra α1 in α2 imata precej ravno črto (na primer α1 ima vrednosti med 0, 1439
in 0, 2487, α2 pa med 2, 4484 in 2, 5108), kar nakazuje, da imata obe komponenti
CH funkcije preživetja približno konstantne uteži čez čas. Tudi parameter β1 je
relativno konstanten čez čas, kar pomeni, da se komponenta mladosti do odraslosti
ni bistveno spremenila od leta 1950 do 2010. Parameter β2 pa kaže gibanje navzgor,
kar pomeni, da se je pričakovana življenjska doba v starih letih podaljšala. Tudi
parametra γ1 in γ2 se gibata rahlo navzgor, kar pomeni da so se vzorci smrtnosti
nekoliko spremenili čez čas [11].
Wong in Tsui sta na ocenjenih modelih za leta 1950 do 2010 izvedla tudi nekaj
statističnih testov za preverjanje primernosti modela. Ugotovila sta, da je delež
variance podatkov, ki je razložen s CH modelom, za ženske v povprečju 0, 99996 in
za moške 0, 99997. Tudi nepojasnjene vsote kvadratov (to je
∑︁
t(S(t)−Ŝ(t))2, potem
ko smo že ocenili model Ŝ(t)) so v vseh letih nizke, za ženske je največja nepojasnjena
vsota kvadratov 0, 00144, za moške pa 0, 00112. Vsi ti testi nakazujejo, da se CH
model dobro prilega dejanskim podatkom [11].
6.2. Napovedovanje parametrov CH funkcije preživetja. Ko imamo ocene
parametrov za neko časovno obdobje, jih obravnavamo kot časovne vrste in s pomo-
čjo metod časovnih vrst napovemo parametre za naslednja leta. Wong in Tsui ugo-
tovita, da so primerne AR (avtoregresivne) metode nižjega reda - to pomeni, da so
prihodnje vrednosti parametrov odvisne od prejšnjih vrednosti in slučajnega šuma.
Ker sta Wong in Tsui z Dicky-Fuller in Phillips-Perron testoma za stacionarnost
ugotovila, da nobena izmed časovnih vrst parametrov ni stacionarna (stacionarnost
časovne vrste pomeni, da se njena brezpogojna skupna porazdelitev ne spremeni,
če jo premaknemo v času), sta se odločila namesto časovnih vrst parametrov vzeti
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Slika 14. Grafi prikazujejo parametre CH funkcije preživetja za ame-
riške ženske za leta 1950 do 2010. Polne črte so ocene parametrov iz-
računane z metodo najmanjših kvadratov, črtkane črte pa so napovedi
parametrov dobljene z metodami AR(0) in AR(1). [Vir slike: [11]]






kjer je s leto v časovnem obdobju, cs pa eden od parametrov α1(s), α2(s), β1(s),
β2(s), γ1(s) ali γ2(s). Za tako definirane časovne vrste sta testa pokazala, da so
stacionarne. Sedaj lahko napovemo vrednosti stopenj sprememb parametrov z mo-
deloma AR(0) ali AR(1) [11]. Model AR(0) predvideva, da napoved ni odvisna od
prejšnjih vrednosti in jo dobimo z naslednjo formulo:
ds = C + ϵs,
kjer je C konstanta, ϵs pa proces šuma s povprečno vrednostjo 0 in varianco σ2 (npr.
N(0, σ2)). V modelu AR(1) je predvideno, da je napoved odvisna od vrednosti, ki
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pride pred njo, torej napoved dobimo iz naslednje formule:
ds = C + δds−1 + ϵs,
kjer δ določa v kolikšni meri je napoved odvisna od prejšnje vrednosti - če je δ blizu
0, potem je napoved odvisna večinoma od šuma (tako kot v modelu AR(0)), če pa
je blizu 1, je napoved bolj odvisna od prejšnje vrednosti [12]. V grafih na sliki 14
lahko vidimo napovedi parametrov CH funkcije preživetja s tema dvema modeloma.
Napovedi so črtkane črte in se dobro prilegajo ocenam parametrov pridobljenih z
metodo najmanjših kvadratov [11].
6.3. Slabosti CH funkcije preživetja. Zelo očitna slabost CH funkcije preživetja
je dejstvo, da ima 6 parametrov. To ji sicer omogoča boljše prileganje podatkom,
ampak hkrati oteži (oziroma podaljša) računanje napovedi za model z računalniki.
Wong in Tsui sta za računanje 95-odstotnih intervalov zaupanja za napovedi pri-
čakovane življenjske dobe potrebovala 7,3 ure (saj je bilo treba izračunati 100.000
napovedi). Ko pa sta poskusila podobno z drugačno opremo in nekoliko prilagoje-
nim procesom, sta potrebovala manj kot pet sekund za izračun 1.000.000 napovedi,
kar pomeni, da je s pravo opremo model še vedno dovolj preprost [11].
Še ena težava pri napovedovanju parametrov modela je, da uporabljene metode ne
upoštevajo možnih korelacij med parametri. Posledica so širši intervali zaupanja za
napovedi pričakovane življenjske dobe. To težavo bi se dalo rešiti, če bi za napovedi
parametrov uporabili večrazsežne modele časovnih vrst, ki upoštevajo kovarianco
med parametri (na primer Bayesovi vektorski avtoregresivni modeli) [11].
6.4. Izračun povprečne preostale pričakovane življenjske dobe ob smrti
za CH funkcijo preživetja. Sedaj bom še za CH funkcijo preživetja izračunala
povprečno preostalo pričakovano življenjsko dobo ob smrti. Začnemo seveda tako,










































Nato v posamezne dele vstavimo parametre za leto 2010 za ameriške ženske:
α1 = 0, 2282, β1 = 66, 2780, γ1 = 3, 4154,
α2 = 2, 4709, β2 = 83, 8294, γ2 = 4, 4516.
Za mejno starost sem spet izbrala 120 (iz grafa 12 je razvidno, da CH funkcija
preživetja doseže 0 že pred starostjo 120). S pomočjo programa Mathematica sem
22























0, 2282 · 3, 4154
66, 27803,4154
· 9, 52545 · 106 + 2, 4709 · 4, 4516
83, 82944,4516
· 2, 54552 · 109 = 81, 1947.





















0, 2282 · 3, 4154
66, 27803,4154
· 2, 11063 · 107 + 2, 4709 · 4, 4516
83, 82944,4516
· 4, 63421 · 1010 = 1406, 77.


























0, 2282 · 3, 4154
66, 27803,4154
· 3, 42145 · 107 + 2, 4709 · 4, 4516
83, 82944,4516
· 4, 70675 · 1010 = 1434, 78.





tf(t)[1 + logS(t)]dt =
= −(1 + log 0, 2282) · 81, 1947 + 1406, 77− 1434, 78 = 10, 7631.
Ta rezultat je še boljši kot tisti od Gompertz-Makehamove jakosti smrtnosti, ampak
ni čisto primerljiv, saj tukaj gledamo samo ženski del amerške populacije iz leta
2010.
7. Primerjava modelov in zaključek
Vsi trije modeli, ki sem jih predstavila v tej nalogi, so zanimivi iz praktičnega
vidika – Gomperzt-Makehamov model je prvi za modeliranje jakosti smrtnosti upo-
rabil eksponentno funkcijo, kar je vplivalo na vse nadaljnje poskuse modeliranja
pričakovane življenjske dobe. Lee-Carter model je še dandanes najbolj uporabljen
model v praksi in je bilo zato zanj izvedenih veliko raziskav, na voljo je tudi ve-
liko podatkov o njegovi uporabi in uspešnosti. Nov CH model poskuša doseči še
boljše prileganje podatkom, sploh v starejših letih, saj se prej omenjena modela za
zelo stare starosti slabo prilegata podatkom. V praksi je veliko interesa za dobre
napovedi pričakovane življenjske dobe za stare osebe, na primer zavarovalnice, ki
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ponujajo rentna ali življenjska zavarovanja za stare, želijo čim bolj natančno napo-
vedati njihovo pričakovano življenjsko dobo. Tudi z vidika zdravstvenega sistema je
dobro vedeti, kdaj bodo zdravstvene ustanove bolj obremenjene na podlagi priča-
kovane življenjske dobe starejših. Grafa 15 (a) in (b) primerjata ocenjene funkcije
preživetja z Gompertz-Makeham modelom in CH funkcijo preživetja za ameriške
ženske za leto 2000 in iz njiju lahko vidimo, da se CH funkcija preživetja bistveno
bolj prilega podatkom - na veliki večini grafa jo je celo težko videti, saj se povsem
prekriva s podatki, pri zelo starih starostih pa je kljub nekoliko slabšemu prileganju
še vedno bliže podatkom kot Gompertz-Makehamova.
(a) Graf za vse starosti
(b) Graf za starosti 65 do 105
Slika 15. Grafa prikazujeta ocene funkcij preživetja za Gompertz-
Makeham model, CH model in Bongaarts model v primerjavi z dejan-
skimi podatki. Modeli so ocenjeni na podatkih za ameriške ženske za
leto 2000. [Vir slike: [11]]
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Grafi 16, 17 in 18 primerjajo ocene in napovedi pričakovane življenjske dobe za
Lee-Carter in CH modela izračunane za ameriške ženske. Ocene pričakovane ži-
vljenjske dobe so izračunane za leta 1950 do 2005, napovedi pa od 2006 do 2050.
Vidimo lahko, da tako CH model, kot Lee-Carter model, zelo natančno ocenita pri-
čakovane življenjske dobe ob rojstvu, čeprav lahko za leta 2006 do 2010 opazimo,
da CH model uspe bolje napovedati pričakovane življenjske dobe ob rojstvu kot
Lee-Carter model. Za starosti 40 in 80 pa je CH model očitno boljši od Lee-Carter
modela tako pri ocenah, kot napovedih pričakovanih življenjskih dob.
Slika 16. Graf prikazuje ocene in napovedi pričakovanih življenjskih
dob ob rojstvu za Lee-Carter model, CH model in Bongaarts model v
primerjavi z dejanskimi podatki. Modeli so ocenjeni na podatkih za
ameriške ženske od leta 1950 do 2005. Napovedi modelov so od leta
2005 do 2050. Dejanske podatke v grafu imamo za leta 1950 do 2010.
[Vir slike: [11]]
Slika 17. Graf prikazuje ocene in napovedi pričakovanih življenjskih
dob za starost 40 za Lee-Carter model, CH model in Bongaarts model
v primerjavi z dejanskimi podatki. Modeli so ocenjeni na podatkih za
ameriške ženske od leta 1950 do 2005. Napovedi modelov so od leta
2005 do 2050. Dejanske podatke v grafu imamo za leta 1950 do 2010.
[Vir slike: [11]]
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Slika 18. Graf prikazuje ocene in napovedi pričakovanih življenjskih
dob za starost 80 za Lee-Carter model, CH model in Bongaarts model
v primerjavi z dejanskimi podatki. Modeli so ocenjeni na podatkih za
ameriške ženske od leta 1950 do 2005. Napovedi modelov so od leta
2005 do 2050. Dejanske podatke v grafu imamo za leta 1950 do 2010.
[Vir slike: [11]]
Gompertz-Makeham model in Lee-Carter model premagata CH model pri številu
parametrov. Eden od razlogov, zakaj je Lee-Carter model tako priljubljen v praksi,
je dejstvo, da je potrebno zanj napovedati vrednost samo enega parametra. Kot pa
sem to omenila že v podrazdelku slabosti Lee-Carter modela, to pomeni, da ima
sčasoma Lee-Carter model vedno manj gladke napovedi funkcije smrtnosti [3]. CH
model ima tukaj prednost, saj mu parametra oblike γ1 in γ2 omogočata, da čez čas
prilagodi obliko funkcije preživetja in tako upošteva spreminjanje vzorcev smrtnosti
za različne starosti. Tudi pri CH modelu pa Wong in Tsui ugotovita, da ni najbolje
napovedovati za več desetletij v naprej, saj lahko določeni vzorci smrtnosti, ki se
pojavljajo trenutno, nenavadno vplivajo na obliko funkcije preživetja za desetletja
naprej [11]. Če bi na primer čez trideset let spet poskusili napovedati, kakšna bo
funkcija preživetja, bi se ti vzorci vmes verjetno spremenili in bi bila napoved za
krajši interval bolj točna.
Trije modeli, ki sem jih v svoji nalogi izpostavila, seveda niso edini modeli pre-
živetja. Obstaja še veliko drugih poskusov napovedovanja pričakovane življenjske
dobe (nekaj sem jih omenila že v nalogi, v grafih v zadnjem razdelku se pojavi tudi
Bongaartsov model), ki so različno uspešni. Kot sem že nekajkrat omenila, je v
praksi za napovedovanje pričakovane življenjske dobe najbolj uporabljen Lee-Carter
model, čas pa bo pokazal, ali se bo to spremenilo - morda ga bo celo zamenjal
novejši CH model. Kljub temu, da je napovedovanje človeške smrtnosti prima-
ren razlog za razvoj teh modelov, pa to ni edino področje, kjer so lahko uporabni.
Gompertz-Makehamov model se na primer pogosto uporablja v rastlinski biologiji za
napovedovanje življenjske dobe kmetijskih pridelkov [10]. Pogosta uporaba modelov
preživetja je tudi v medicini, kjer jih zanima pričakovana življenjska doba pacientov
z določeno boleznijo. Ker je torej načinov uporabe modelov preživetja še in še, je
to polje zelo pomembno, tako z vidika razumevanja kaj ima ponuditi do sedaj, kot
z vidika potenciala za nova odkritja.
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Slovar strokovnih izrazov
Autoregressive integrated moving average (ARIMA) method Metoda in-
tegriranega avtoregresivnega drsečega povprečja
Average expected lifespan at the time of death Povprečna preostala priča-
kovana življenjska doba ob smrti
Expectation maximization algorithm Algoritem za maksimizacijo pričakovanj
Expected lifespan Pričakovana življenjska doba
Force of mortality Jakost smrtnosti ali funkcija ogroženosti
Inverse projection Inverzna projekcija
Kurtosis Mera sploščenosti
Least squares method Metoda najmanjših kvadratov
Likelihood ratio test Test razmerja verjetnosti
Maximum likelihood estimation Metoda največjega verjetja
Modal age Modalna starost
Old to oldest old component Komponenta starih do zelo starih
Random walk with drift Naključni sprehod z zdrsom
Residual sum of squares (RSS) Nepojasnjena vsota kvadratov
Singular value decomposition Singularni razcep
Skewness Mera asimetrije
Survival function Funkcija preživetja
Survival models Modeli preživetja
Youth to adulthood component Komponenta mladosti do odraslosti
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